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Norbert ROBITAILLE*: APPLICATION DES TESTS STATISTIQUES À DES POPULA­
TIONS EXHAUSTIVES: L'EXEMPLE DE LA MORTALITÉ 

RÉSUMÉ 

Le présent article est une réflexion concernant la pertinence 
d'appliquer des tests statistiques à des mesures fondées sur des popula­
tions exhaustives. Il appuie cette réflexion sur l'ensemble de Sainte-
Lucie, petite île des Antilles pour laquelle on a observé de 1971 à 1975 
la série de décès et de taux de mortalité suivante: 1971: 796 (7,75%0), 
1972: 947 (9,12% o), 1973: 840 (8,01%o), 1974: 829 (7,82%o) et 1975: 
819 (7,65%o) décès. La question posée par cet article est de savoir si 
les fluctuations observées dans les décès et les taux sont le fait du 
hasard. 

* Département de démographie, Université de Montréal, C P . 6128, Succur­
sale A, Montréal H3C 3J7. 
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APPLICATION DES TESTS STATISTIQUES 

À DES POPULATIONS EXHAUSTIVES : 

L'EXEMPLE DE LA MORTALITÉ 

Par Norbert ROBITAILLE* 

La ré f l ex ion qui va suivre t i r e son or ig ine de la d é f i n i t i o n 

du concept de m o r t a l i t é . Le problême qui se pose est de savoir s i l a mor­

t a l i t é , phénomène démographique, est le r isque inhérent à une s i t ua t i on 

ou à l a r é a l i s a t i o n p a r t i c u l i è r e de c e l u i - c i . 

Lorsqu'on t r a v a i l l e sur des populations importantes, le pro­

blème s'estompe car on peut considérer que la réa l i sa t i on p a r t i c u l i è r e , 

nombre de décès, taux de m o r t a l i t é , espérance de v i e , que l ' o n peut mesu­

re r â un moment donné, est le r e f l e t du risque auquel la population é t a i t 

soumise. Cependant, ce problème, un peu théorique lorsqu'on considère 

une populat ion importante, devient t rès concret quand on s ' in téresse à 

une p e t i t e popula t ion. En e f f e t , s i l e taux annuel de mor ta l i t é passe de 

* Département de démographie, Univers i té de Montréal, C P . 6128, Succur­
sale A, Montréal H3C 307. 
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1% à 2% dans une population de 100 personnes, peut-on d i re que la morta­

l i t é a doublé? Si on considère que le phénomène mor ta l i té est la r é a l i ­

sat ion elle-même, on est bien obl igé de répondre o u i . I l se peut cepen­

dant que les condit ions de vie se so ient , dans cet te populat ion, grande­

ment améliorées et que le doublement des décès so i t purement acc idente l . 

I l se ra i t a lors un peu gênant de d i re que l a mor ta l i té a doublé, a lors 

que s i une population importante avai t été soumise au même risque durant 

les mêmes deux périodes, i l y aura i t eu une diminution de la mor ta l i t é . 

Dans ce cas, i l se ra i t préférable d'adopter l ' au t r e perspec­

t i ve qui considère l ' i n d i c e de mor ta l i té enregist ré en un l i e u et à un 

moment comme une réa l i sa t i on du phénomène lui-même. Dans cette perspec­

t i v e , le phénomène se ra i t le risque qui ne se ra i t qu'estimé par sa r é a l i ­

sat ion q u i , e l l e seule, peut êt re mesurée. 

Réfléchissons â p a r t i r d'un exemple concret. S i , par exem­

p le , dans une population d'environ 100 000 personnesO) on observe, pour 

cinq années successives, 1971: 796 (7,75%o), 1972: 947 (9,12%0), 1973: 

840 ( 8 , 0 U o ) , 1974: 829 (7,82%,) e t 1975: 819 (7,65%0) décès^2), e s t - i l 

raisonnable de d i re que la mor ta l i té est demeurée constante e t que les va­

r i a t i ons dans les décès sont dues à des phénomènes aléatoires? 

(1) Cet exemple est t i r é de: FLOR-LACHAPELLE, Lourdes: Analyse démogra­
phique de l ' î l e de Sainte-Lucie: 1946-1970, Département de dëmogra-
phie, Universi té de Montréal, Mémoire de maîtr ise 1977, non pub l ié . 

(2) Les populations u t i l i sées pour le calcul des taux de mor ta l i té ont 
été estimées â p a r t i r des résu l ta ts des project ions fa i t es dans le 
t r a v a i l c i t é ci-dessus (p. 162). 

Population observée au mi l ieu de 1970: 

Population prévue au mi l ieu de 1975 : 

R1971 = R1970 + 1 / 5 (R1975 . R1970) 

Rl972 = Rl970 + 2/5 (Rl 975 - R1970) 

R 1973 

R! 974 

Rl 975 

Rl 970 _-

R! 975 . 

= 

= 

= 

= 

r 

101 590 

107 110 

102 694 

103 798 

104 902 

106 006 

107 110 
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I - La réponse à la question qui précède est non si on considère 

la mesure, donc la réa l i sa t i on p a r t i c u l i è r e , comme étant la mo r ta l i t é . 

Cependant l ' a u t r e façon de considérer l a mor ta l i t é , comme estimée par ses 

réa l i sa t i ons , permet de supposer que nous avons a f f a i r e à des échan t i l ­

lons d'environ 100 000 personnes parmi l ' i n f i n i t é de personnes que l 'on 

pourra i t théoriquement soumettre à cette mor ta l i t é . En considérant donc 

les personnes exposées chaque année comme des échant i l lons , on pour ra i t 

procéder de la façon suivante: 

Soi t un échant i l lon E-i de N-i indiv idus pour la période 1971-1975 oD l ' on 

exc lu t 1972: 

N1 = Z ÏRl + D1 I - R1972 - D1972 = 422 354 

1 t=1971 L T J ~T~~ 

dont D1971 * D1973 t D1974 + D1975 = 3 284 sont décèdes 

R = population estimée au mi l ieu de l'année t 

t t 

D = décès, durant l 'année t , d ' ind iv idus de la population R 

Soit un échant i l lon E2 composé de N2 individus de l'année 1972: 

N0 = R1972 + D1972 = 104 272 

2 - T -
dont D1 9 7 2 = 947 sont décèdes 

Dans E1, la proport ion des décèdes est de 3 284 r7,775%0 = P.. Dans E0, 

la proport ion est de 9,082%, = P2. 4 2 2 3 5 4 

Considérons l 'hypothèse nu l le selon laquel le i l n'y a pas de 

di f férence s i g n i f i c a t i v e entre ces deux proportions (H0 : P1 = P0 ) , qui 

suppose donc l a mor ta l i té en 1972 identique à ce l le de 1971-1975. 
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On aura a lo rs : 

et <rp p = Vp.q.d/N] • 1/N?) 

où p. est la proport ion rée l le des décèdes dans la population dont est 

t i r é l ' échan t i l l on E1 (p. est donc la mor ta l i té vra ie dont P. est une 

est imation) e t q. = 1 - p. 

L 'est imat ion de p. e t de q. est f a i t e de la façon suivante: 

p. = P. = Z j ) = 3 284 • 947 = 8,034%o 

X N 422 354 t 104 272 

et q. = Q. = 1 - P. = 991,966%,. 

En remplaçant p. e t q. par leur est imation P. e t Q. on aura: 

o-p _p = 1/(0,008034)(0,991966)(1/422 354 - 1/104 272) 
1 2 = \}( 0,008034) (0,991966) (0,000011958) 

= 0,0003087 

On se poserait a lors la question de savoir s i l ' on do i t reje­

te r H0. Pour ce, on c a l c u l e r a i t : 

(P1 - P2) 
Z = 

0"P1- P2 

= (0,007775 - 0,009082) 
0,0003087 

= -4,2339 

Comme Z = -4 ,2339<- l ,96, seui l d'un t es t à 0,05 de risque d 'e r reur , on 

d o i t re je te r l 'hypothèse nu l le et conclure q u ' i l ne semblerait pas r a i ­

sonnable d 'a f f i rmer que les deux populat ions, dont E-. e t E2 sont t i r é s , 
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sont identiques. On devrait rejeter l'hypothèse nulle qui supposait la 
mortalité en 1972 (p2 est estimé par P2) identique à celle de 1971-1975 
(sauf 1972) (p-, est estimé par P,) . 

II- Un autre modèle pourrait considérer que dans une population 

i , chaque individu est soumis annuellement à une épreuve dont la probabi­

l i t é de "succès" est le taux de mortalité (p). La distribution de proba­

bi l i té du nombre de décès observés dans cette population sera alors une 

binomiale de moyenne N.p. et de variance N.p. (1-p.)- Pour une popula­

tion assez importante, cette distribution peut être approchée par une 

distribution normale de mêmes moyenne et variance. 

Appliquons ce second modèle aux données précédemment présen­
tées. Calculons d'abord un taux de mortalité sur la base de l'ensemble 
des résultats enregistrés. 

1975 . 

n - t=1971 
p " 1975 . 

t=1971 

= 4 231 
526 635 

= 0,008034 

1 - p = q = 1 -0,008034 

= 0,991966 

Vérifions maintenant si dans notre exemple, les 947 décès en­

registrés en 1972 pour une population de 104 272 peuvent être le résultat 

de 104 272 épreuves dont la probabilité de succès est de 0,008034. 
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La moyenne de la d i s t r i b u t i o n des résu l ta ts provenant de ces 

épreuves se ra i t : 

JLl = Np 

= 104 272 (0,008034) 

= 838 

e t (T= \/Np(l-p) 

= 1/838" (1 - 0,008034) 

= V831,27 

= 28,83 

Or, d'après les données présentées au début de ce t r a v a i l , 

on trouve 947 décès pour 1972. 

L 'écart à la moyenne attendue est de 109 (947 - 838), ce q u i , 

d iv isé par l ' écar t - t ype est estimé comme: 109 = 3,78. Un te l écar t , si 
28 83 

la mor ta l i té répondait au modèle c i -haut * présenté ne se produ i ra i t 

que dans moins d'un cas sur 1000, ce qui porte â c ro i re que la p robab i l i ­

té de décéder é t a i t d i f fé ren te pour l'année 1972, cec i , évidemment, s i 

les hypothèses du modèle sont exactes. 

I I I - Mais nous savons pertinemment qu'une des hypothèses du modèle 

précédent est inexacte. Tous les indiv idus n'ont pas une même p robab i l i ­

té de décéder, qui se ra i t égale au quot ient de mor ta l i té théorique. En 

f a i t , comme le montrerait une table de mor ta l i t é , cet te p robab i l i té var ie 

suivant l 'âge de façon t rès importante. Le problème se pose de savoir si 

le f a i t d 'avo i r une mor ta l i té hétérogène risque de rendre les var iat ions 

a léato i res plus importantes dans le cas où la mor ta l i té demeurerait cons­

tante. En d'autres mots, si au l i e u d 'appl iquer à chaque ind iv idu de la 

populat ion, quel que so i t son âge, une même mor ta l i t é , on app l iqua i t la 
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mor ta l i té rée l le correspondant à son âge, 1 'écart- type de la d i s t r i b u ­

t ion des résu l ta ts que l 'on obt iendra i t s e r a i t - i l supérieur à celui obte­

nu dans le cas précédent? 

Nous al lons montrer que le f a i t d 'appl iquer à une population 

une seule p robab i l i té de décéder augmente la dispersion des résul ta ts 

due â des var ia t ions a léa to i res . Si donc un t es t conclut au r e j e t de 

l 'hypothèse n u l l e , en u t i l i s a n t une hypothèse unique de mor ta l i t é , comme 

nous l 'avons f a i t en I I , la preuve sera f a i t e que le tes t sera i t encore 

plus concluant sur la base d'une mor ta l i té hétérogène. 

D'une façon plus s ta t i s t i que on peut se demander si la va­

riance de la d i s t r i b u t i o n de la somme de variables binomiales est supé­

r i eu re , in fé r ieure ou égale è la variance de la d i s t r i b u t i o n binomiale 

ayant pour moyenne la somme des moyennes des d i s t r i bu t i ons des variables 

susmentionnées. 

De façon plus formel le on peut é c r i r e : 

Soit t r o i s var iables X., X-,, X2, de d i s t r i b u t i o n binomiale ayant respec­

tivement comme paramètres n . p . q . , n-,?-^-, et H2P2Pp 

si n.p. = n-.p, + n2p2 (1 ) 

e t n. = n, * n? (2) 

peut-on d i re que: 

Var (X.) > Var (X1 + X2) (Question a, l ê r e forme) 

Du théorème d 'add i t ion pour la d i s t r i b u t i o n normale, on peut 

déduire, en supposant que les d i s t r i bu t i ons binomiales peuvent s 'ass imi­

l e r à des d i s t r i bu t i ons normales que la variance de la d i s t r i b u t i o n de la 

var iable consti tuée par la somme des variables X1 et X9 est égale â la 
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somme des variances de X. et X2, donc que Var (X1 t X2) = Var (X1) 

+ Var (X2) + Cov (X1 t X 2 ) . 

Supposons Cov (X1 , X2) = O5 les deux variables X1 e t X0 étant 

indépendantes, et la question a devient: 

n . p . q . > 0 IP i 0 I i * n2p2q2 ( Q u e s t l ' o n a> 2 è m e forme) (3) 

Evaluons l e côté d r o i t de l ' i n é g a l i t é (3) en fonct ion de 

n .p .q . a f i n de v é r i f i e r cette i néga l i t é . 

Sachant que q. = 1-p., on peut écrire d'après (3): 

nlplql + n2 p2 q2 = nlPl ^"pl.^ + n2 p2 ^"" p2^ 

Remplaçons n2 par sa valeur en (2) 

n]p1q1 + n2p2q2 = n-jP-, (1 -"P1 ) * (n. - n-,) P2 (1-P2) 

Remplaçons p2 par sa valeur en (1), P2 =
 n'p' " nlp1 

n. - n. 

n l p l q l + n2p2q2 = n l p l ^ " p l ) * ( n -~ n i ) / n •P• -n lP l , /n.p.^n1P1X r /n.p.Hi1P1Vl 

\ n.-n-j / L \ n.-n /J 
(4) 

Posons P1 = p.k 

n-, •= n.m 

(4.1) 

(4.2) 

et remplaçons p, et n, par leur valeur dans l a par t ie d ro i te del 'équa­

t ion (4) 

n,p,q-, t n?p9q? = n.mp.k( l -p.k) + (n.-nm)/n.p.-n.mp.k\ r i - /n.p.-n.mp.k\" j 
V n . -n . m / L V n . -n . m /J 
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n-iP-iq-. + n2P2q2 = n , p > fnik(1-P-k)d> '(1"mk)(l-m-p.+p.m.k)] (5) 

2 2 2 2 2 2 ° 
n.p./'mk-mpk -m k+m k p.*l-m-p.*p.mk-mk*m ktmkp.-p.m k^ .(i 

"FF 

n.p.(-mp.k +l-m-pt2p.mk) 

n.p. rp-m\ -p. /mk2+l-2mk\1 

n.p. /1-p. (mk2+l-2mk)V 
\ Fm ' 

n.p. p-p. /l-m(-k2»2k)V| 
(6) 

Or, d'après (1) et (2) p. est une moyenne pondérée de p-, et 
P9 de te l le sorte que p-, peut être posé comme inférieur à p. de te l le sor­
te que 0 < k = 1 < 1. 

De ceci, i l découle que dans (6),2k-k < 1, et donc que 

°* = l-m(-k2*2k) > 1 

Et si" on replace le tout dans l'équation (3) en remplaçant la 

partie de droite par sa valeur en (6) on a 

n.p.(1-p.) > n . p . [l-p(o( )] o( > i (Question a, 3ème forme) 

Présentée de cette façon, l ' inégal i té est évidente et on peut 

affirmer que 

n.p.q. > n1P1q1 * n2p2q2 
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On pourrait généraliser cette preuve et montrer que si 

n.p. - n1p1 + n 2p 2 t ... • niPi 

et n. = n, + n? + ..• t n. 

alors n.p.q. > H1P1^1
 + n29?q2 * t n .p.q. 

v r i 

Ce qui précède montre que si l ' on t i e n t compte de Thé té ro ­

généité de la population quant au risque de décéder, les var ia t ions aléa­

to i res seront moindres dans cette population que cel les que l 'on trouve­

r a i t dans une population à mor ta l i té homogène ayant même taux de mor ta l i té , 

IV- Pour conclure, rappelons que les deux types de modèles pré­

sentés d'une part en I et d 'autre part en I I e t I I I sont évidemment des 

abstract ions qui ne pourront ê t re testées. Dans le premier cas, la popu­

l a t i o n théorique très nombreuse dont les populations réel les plus rédu i ­

tes de diverses années seraient des échant i l lons , n 'ex is te pas. Dans le 

second cas, l e modèle qui présente chaque ind iv idu soumis â une épreuve 

dont la p robab i l i té de succès est p ne peut l u i non plus être v é r i f i é . En 

e f f e t , on ne saura jamais avec cer t i tude s i les var ia t ions des décès d'an­

née en année sont l e f a i t de var ia t ions du p ou de var ia t ions a léa to i res . 

Un point semble cependant ce r t a i n , comme nous l 'avons montré en I I I , c 'es t 

que si l ' on t i e n t compte de l 'hétérogénéi té de la mor ta l i t é , suivant le 

modèle binomial , la dispersion des décès d iminuera i t . 

Cependant, même si les modèles ne peuvent êt re v é r i f i é s avec 

ce r t i t ude , i l nous semble que ceux-ci sont p laus ib les , surtout celu i pré­

senté en I I I , et q u ' i l s o f f r en t un point de comparaison. Face à une modi­

f i c a t i o n du taux de mor ta l i t é , i l s aident tout de même à répondre â la 

quest ion: s i la mor ta l i té é t a i t conforme à te l ou te l modèle p laus ib le , 

s e r a i t - i l raisonnable de considérer q u ' i l n'y a pas eu de var ia t ion de 

c e l l e - c i , à la lumière des f luc tuat ions observées du taux de morta l i té? 

Novembre 1979 


