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Norbert ROBITAILLE*: APPLICATION DES TESTS STATISTIQUES,A DES POPULA-
TIONS EXHAUSTIVES: L'EXEMPLE DE LA MORTALITE

RESUME

Le présent article est une réflexion concernant la pertinence
d'appliquer des tests statistiques a des mesures fondées sur des popula-
tions exhaustives. I1 appuie cette réflexion sur 1'ensemble de Sainte-
Lucie, petite ile des Antilles pour laquelle on a observé de 1971 a 1975
la série de déces et de taux de mortalité suivante: 1971: 796 (7,75%.),
1972: 947 (9,12%.), 1973: 840 (8,01%.), 1974: 829 (7,82%.) et 1975:
819 (7,65%,.) décds. La question posée par cet article est de savoir si

les fluctuations observées dans les déces et les taux sont le fait du
hasard.

* Département de démographie, Université de Montréal, C.P. 6128, Succur-
sale A, Montréal H3C 3J7.
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APPLICATION DES TESTS STATISTIQUES
A DES POPULATIONS EXHAUSTIVES :

L'EXEMPLE DE LA MORTALITE

Par Norbert ROBITAILLE*

La réflexion qui va suivre tire son origine de la définition
du concept de mortalité. Le probléme qui se pose est de savoir si la mor-
talité, phénoméne démographique, est le risque inhérent & une situation
ou a la réalisation particuliére de celui-ci.

Lorsqu'on travaille sur des populations importantes, le pro-
bleme s'estompe car on peut considérer que la réalisation particuliére,
nombre de décés, taux de mortalité, espérance de vie, que 1'on peut mesu-
rer @ un moment donné, est le reflet du risque auquel la population était
soumise. Cependént, ce probleme, un peu théorique lorsqu'on considére
une population importante, devient trés concret quand on s'intéresse a
une petite population. En effet, si le taux annuel de mortalité passe de

* Département de démographie, Université de Montréal, C.P. 6128, Succur-
sale A, Montréal H3C 3J7.
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1% a 2% dans une population de 100 personnes, peut-on dire que Ta morta-
1ité a doublé? Si on considere que le phénoméne mortalité est la réali-
sation elle-méme, on est bien obligé de répondre oui. I1 se peut cepen-
dant que les conditions de vie se soient, dans cette population, grande-
ment améliorées et que le doublement des déceés soit purement accidentel.
I1 serait alors un peu génant de dire que la mortalité a doublé, alors

que si une population importante avait été soumise au méme risque durant
les mémes deux périodes, il y aurait eu une diminution de la mortalité.

Dans ce cas, il serait préférable d'adopter 1'autre perspec-
tive qui considére 1'indice de mortalité enregistré en un lieu et a un

moment comme une réalisation du phénoméne lui-méme. Dans cette perspec-

tive, le phénoméne serait le risque qui ne serait qu'estimé par sa réali-
sation qui, elle seule, peut &tre mesurée.

Réfléchissons & partir d'un exemple concret. Si, par exem-
ple, dans une population d'environ 100 000 personnes(1) on observe, pour
cing années successives, 1971: 796 (7,75%.), 1972: 947 (9,12%.), 1973:
840 (8,01%,), 1974: 829 (7,82%.) et 1975: 819 (7,65%.) deces(?), est-i1
raisonnable de dire que la mortalité est demeurée constante et que les va-
riations dans les déces sont dues a des phénoménes aléatoires?

(1) Cet exemple est tiré de: FLOR-LACHAPELLE, Lourdes: Analyse démogra-
phique de 1'7le de Sainte-Lucie: 1946-1970, Département de démogra-
phie, Université de Montréal, Mémoire de maitrise 1977, non publié.

(2) Les populations utilisées pour le calcul des taux de mortalité ont
E€té estimées a partir des résultats des projections faites dans le
travail cité ci-dessus (p. 162).

Population observée au milieu de 1970: R1970 = 101 590
Population prévue au milieu de 1975 : R1975 = 107 110
R1971 = R1970 , 1/5 (R1975 - R1970) = 102 694
R1972 = R1970 + 2/5 (R1975 - R1970) = 103 798
R1973 . . = 104 902
r1974 : . = 106 006

R1975 : : = 107 110
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I- La réponse a la question qui précéde est non si on considére
la mesure, donc la réalisation particulidre, comme étant la mortalité.
Cependant 1'autre facon de considérer Ta mortalité, comme estimée par ses
réalisations, permet de supposer que nous avons affaire a des échantil-
lons d'environ 100 000 personnes parmi 1'infinité de personnes que 1'on
pourrait théoriquement soumettre a cette mortalité. En considérant donc
les personnes exposées chaque année comme des échantillons, on pourrait
procéder de la facon suivante:

Soit un échantillon E; de N individus pour la période 1971-1975 oli 1'on
exclut 1972:

N, = _]975 [Rt N Dt] -R1972 L p1972 490 354
t=1971 2 2
dont D'971 , p1973 , p1974 , p1975 = 3 284 sont decedes
RY = population estimée au milieu de 1'année t
Dt = déces, durant 1'année t, d'individus de Ta population Rt

Soit un échantillon E2 composé de N2 individus de 1'année 1972:

, = RI972L 01972 g o7
b

1972

N

dont D = 947 sont décédés

Dans E], la proportion des décédés est de 3 284 =7,775%. = P]. Dans E2,

la proportion est de 9,082%, = P,. 422 354

Considérons 1'hypothgse nulle selon laquelle il n'y a pas de
différence significative entre ces deux proportions (Hg : Py = P2), qui
suppose donc la mortalité en 1972 identique a celle de 1971-1975.
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On aura alors:

Mp _p =0

1°2

et o
P]—P2

Vp.q. (1/Ny « 1/N,)
oll p. est la proportion réelle des décédés dans la population dont est
tiré 1'échantillon E] (p. est donc Ta mortalité vraie dont P. est une

estimation) et q. = 1-p.

L'estimation de p. et de q. est faite de la facon suivante:

P. 22D = 3 284 + 947 = 8,034%,
SN 422 354 + 104 272

P

et q. =Q. =1 - P. = 991,966%..

En remplacant p. et q. par leur estimation P. et Q. on aura:

¥(0,008034)(0,991966)(1/422 354 - 1/104 272)
V(0,008034)(0,991966) (0,000011958 )
0,0003087

q

On se poserait alors la question de savoir si 1'on doit reje-
ter Hy. Pour ce, on calculerait:

(Py - P2)
=—o——-—;—-—
P1- Py
= (0,007775 - 0,009082)
0,0003087
= -4,2339

Comme Z = -4,2339<-1,96, seuil d'un test a 0,05 de risque d'erreur, on
doit rejeter 1'hypothese nulle et conclure qu'il ne semblerait pas rai-
sonnable d'affirmer que les deux populations, dont E] et E2 sont tirés,
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sont identiques. On devrait rejeter 1'hypothese nulle qui supposait la
mortalité en 1972 (p2 est estimé par PZ) identique a celle de 1971-1975
(sauf 1972) (p] est estimé par P]).

II- Un autre modéle pourrait considérer que dans une population
i, chaque individu est soumis annuellement & une épreuve dont 1a probabi-
1ité de "succés" est le taux de mortalité (p). La distribution de proba-
bilité du nombre de déces observés dans cette population sera alors une
binomiale de moyenne Nipi et de variance iji (1—pi). Pour une popula-
tion assez importante, cette distribution peut &tre approchée par une
distribution normale de mémes moyenne et variance.

Appliquons ce second modéle aux données précédemment présen-
tées. Calculons d'abord un taux de mortalité sur la base de 1'ensemble
des résultats enregistrés.

1975
D

_ t=1971
P= o5 — -
2 N

t=1971

t

4 231
526 635

0,008034

1-p=gq=1-0,008034

0,991966

Vérifions maintenant si dans notre exemple, les 947 décés en-
registrés en 1972 pour une population de 104 272 peuvent &tre le résultat
de 104 272 épreuves dont la probabilité de succés est de 0,008034.
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La moyenne de la distribution des résultats provenant de ces
épreuves serait:

Np
104 272 (0,008034)

n

838

et 6= Wp(1-p)

V838 (1 - 0,008034)
V831,27

= 28,83

Or, d'aprés les données présentées au début de ce travail,
on trouve 947 décés pour 1972.

L'écart a la moyenne attendue est de 109 (947 - 838), ce qui,
divisé par 1'écart-type est estimé comme: 109 = 3,78. Un tel écart, si

la mortalité répondait au modele ci-haut 28,83

présenté ne se produirait
que dans moins d'un cas sur 1000, ce qui porte a croire que la probabili-
té de décéder était différente pour 1'année 1972, ceci, évidemment, si

les hypothéses du modele sont exactes.

ITI- Mais nous savons pertinemment qu'une des hypotheses du modéle
précédent est inexacte. Tous les individus n'ont pas une méme probabili-
té de décéder, qui serait €gale au quotient de mortalité théorique. En

fait, comme le montrerait une table de mortalité, cette probabilité varie
suivant 1'age de facon tres importante. Le probléme se pose de savoir si
le fait d'avoir une mortalité hétérogéne risque de rendre les variations

aléatoires plus importantes dans le cas od la mortalité demeurerait cons-

tante. En d'autres mots, si au lieu d'appliquer a chaque individu de Ta
population, quel que soit son dge, une méme mortalité, on appliquait la
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mortalité réelle correspondant & son age, 1'écart-type de la distribu-
tion des résultats que 1'on obtiendrait serait-il supérieur a celui obte-
nu dans le cas précédent?

Nous allons montrer que le fait d'appliquer & une population
une seule probabilité de décéder augmente la dispersion des résultats
due & des variations aléatoires. Si donc un test conclut au rejet de
1'hypothese nulle, en utilisant une hypothése unique de mortalité, comme
nous 1'avons fait en II, la preuve sera faite que le test serait encore
plus concluant sur la base d'une mortalité hétérogeéne.

D'une facon plus statistique on peut se demander si la va-
riance de la distribution de 1a somme de variables binomiales est supé-
rieure, inférieure ou égale a la variance de la distribution binomiale
ayant pour moyenne la somme des moyennes des distributions des variables

susmentionnées.
De facon plus formelle on peut écrire:

Soit trois variables X., X1, X2, de distribution binomiale ayant respec-
tivement comme paramé&tres n.p.q., NP1y et N,Pody

Si n.p. = nypy + NoP, (1)

et n. Ny + N, (2)

peut-on dire que:

Var (X.) = Var (X; + X,) (Question a, 1€re forme)

Du théoréme d'addition pour la distribution normale, on peut
déduire, en supposant que les distributions binomiales peuvent s'assimi-
ler & des distributions normales que la variance de la distribution de la
variable constituée par la somme des variables X] et X2 est égale a la
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somme des variances de X] et XZ’ donc que Var (X] + X2) = Var (X])
+ Var (X2) + Cov (X] + Xz).

Supposons Cov (X], X2) = 0, les deux variables X] et X2 étant
indépendantes, et la question a devient:

; éme
n.p.q.> nyPyqy + NyP,4, (Question a, 2 forme) (3)

Evaluons le cdté droit de 1'inégalité (3) en fonction de
n.p.q. afin de vérifier cette inégalité.

Sachant que g. = 1-p., on peut écrire d'aprés (3):
NyPyGy *+ MaPydp = Py (1-pq) + mppy (1-p)
Remplacons n, par sa valeur en (2)

NyP1ay * NoPydy = Nypy (1-p1) « (n. - ny) py (1-p,)

Remplagons p, par sa valeur en (1), p, = E;E;_:_Elgl

n. - n,
NP197 *+ NoPya, = NqPy (1-p]) + (n.—n]) <n.p.-n]p]) []_<n.p.-n]p]§] (4)
n.-n n.-n
1 1
Posons Py = p.k | (4.1)
ny = n.m (4.2)

et remplacons Py et n, par leur valeur dans la partie droite del'équa-
tion (4)

N Pydy + NoPyldy = n.mp.k(]-p.k)+(n.-nm)(n.p.-n.mp.k)[j—(h.p.-n.mp.gﬂ
n.-n.m n.-n.m
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>

NP9y * MoPp9p =

.p.[mk(]-p.k)+(]-mk)(]-m-p.+p.m.k)] (5)
T-m '

"
= n.p.(mk-mpkz—m2k+m2k2p.+1-m—$.+p.mk-mk+m2k+mkp. -p.msz)
-m

.p.( -mp.k2+1 -m-p+2p.mK)
(1-m)

(G ™ (5]

2

]
>

1]
>

= n.p. (1-p. (mk +1-2mk)>-
-Mm

= n.p. [1-p. (Lmirlg_&kl)] (6)

-m

Or, d'apres (1) et (2) p. est une moyenne pondérée de py et
p, de telle sorte que Py peut étre posé comme inférieur a p. de telle sor-
te que 0 < k =El<1.

P.

De ceci, i1 découle que dans (6),2k—k2 < 1, etdonc que

A = 1om(-kZe2k) = 1
l"'m

Et si on replace le tout dans 1'équation (3) en remplacant la
partie de droite par sa valeur en (6) on a

n.p.(1-p.) >n.p. [l-p(o(_)] od =1 (Question a, 3™ forme)

Présentée de cette fagon, 1'inégalité est évidente et on peut
affirmer que

N.p.q. > NyPy9y + N,P,4,
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On pourrait généraliser cette preuve et montrer que si:

n.p. = n.lp-I + n2p2 + ...t nipi

et n. n] + n2 + ...t N

alors |n.p.q. > NP0y * NoPods + ...+ N.P.Q,

Ce qui précéde montre que si 1'on tient compte de 1'hétéro-
généité de la population quant au risque de décéder, les variations aléa-
toires seront moindres dans cette population que celles que 1'on trouve-
rait dans une population a mortalité homogéne ayant méme taux de mortalité.

IV- Pour conclure, rappelons que les deux types de modéles pré-
sentés d'une part en I et d'autre part en II et III sont évidemment des
abstractions qui ne pourront &tre testées. Dans le premier cas, la popu-
lation théorique trés nombreuse dont les populations réelles plus rédui-
tes de diverses années seraient des échantillons, n'existe pas. Dans le
second cas, le modele qui présente chaque individu soumis & une épreuve
dont la probabilité de succes est p ne peut lui non plus &tre vérifié. En
effet, on ne saura jamais avec certitude si les variations des déces d'an-
née en année sont le fait de variations du p ou de variations aléatoires.
Un point semble cependant certain, comme nous 1'avons montré en III, c'est
que si 1'on tient compte de 1'hétérogénéité de la mortalité, suivant le

modéle binomial, 1a dispersion des décés diminuerait.

Cependant, méme si les modéles ne peuvent &tre vérifiés avec
certitude, il nous semble que ceux-ci sont plausibles, surtout celui pré-
senté en III, et qu'ils offrent un point de comparaison. Face a une modi-
fication du taux de mortalité, ils aident tout de méme & répondre & la
question: si la mortalité était conforme a tel ou tel modéle plausible,
serait-il raisonnable de considérer qu'il n'y a pas eu de variation de
celle-ci, @ la Tumiére des fluctuations observées du taux de mortalité?

Novembre 1979



